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Поставлена задача нахождения критериев принадлежности век-
торных полей множеству электромагнитных полей. Исследованы 
вопросы существования и единственности решения данной за-
дачи. Сформулированы искомые критерии для множества пере-
менных электромагнитных полей в частотной области в случае 
изотропных сред. Показано, что эти критерии разделяют мно-
жество переменных электромагнитных полей в линейных изо-
тропных средах на два подкласса, приведены примеры полей, 
принадлежащих этим подклассам. Рассмотрены вопросы приме-
нимости полученных результатов для нахождения аналитических 
решений уравнений Максвелла и поставлена краевая обратная 
задача электроразведки.
Ключевые слова: геоэлектрика, электроразведка, прямые и 
обратные задачи, электромагнитное поле, аналитические ре-
шения, уравнения Максвелла, дифференциальные уравнения в 
частных производных.

Criteria Affiliation of the Vector Fields  
to the Set of Electromagnetic Fields

V. P. Gubatenko

Problem for finding the criteria of belonging the vector fields to 
the set of electromagnetic fields is formulated. The existence and 
uniqueness of the solution of this problem are investigated. The de-
sired criteria for the set of alternating electromagnetic fields in the 
frequency domain in the case of isotropic media are formulated. It 
is shown that these criteria are shared set of alternating electro-
magnetic fields in linear isotropic media into two subclasses. Are 
examples of the fields belonging to these subclasses. The applica-
bility of the results to find analytical solutions of Maxwell’s equations 
and to formulate of inverse problems of electrical prospecting are 
considered.
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Введение

Теоретическую основу геоэлектрики со-
ставляют аналитические и численные решения 
уравнений Максвелла для линейных изотропных 
и анизотропных сред. Аналитические решения 
позволяют в наиболее общем виде исследовать 
поведение электромагнитного поля в сложной 
геологической среде и определяют различные 
алгоритмы интерпретации полевых наблюдений. 
Обычно для нахождения переменного монохро-
матического электромагнитного поля исходят 
из решения различных прямых краевых задач, в 
которых требуется отыскать из уравнений Мак-
свелла напряженность E электрического поля и 
напряженность H магнитного поля по заданному 
распределению в общем случае частотно-дис-
персных материальных параметров среды и воз-
буждающих электромагнитное поле сторонних 
электрических и магнитных токов. Если решение 
уравнений Максвелла находится во всем трехмер-
ном евклидовом пространстве R3, то налагается 
дополнительное условие достаточно быстрого 
убывания E  и H  на бесконечности. В случае же 
односвязной ограниченной области V трехмерно-
го евклидова пространства R3 полагается извест-
ной тангенциальная компонента векторов E или 
H. Методы нахождения аналитических решений 
прямых задач хорошо известны [1] и, как правило, 
сводятся к скаляризации уравнений Максвелла 
и применению метода разделения переменных. 
Вместе с тем, число аналитических решений 
уравнений Максвелла невелико даже в случае 
двумерных (плоских и осесимметричных) задач.

В то же время решение обратных задач 
электроразведки применяется, как правило, для 
уточнения проводимости и формы аномального 
геологического тела в предположении, что извест-
ны электрические параметры среды, вмещающей 
аномальное тело. К числу основных способов 
решения обратных задач можно отнести метод 
подбора и метод продолжения (или миграции) 
электромагнитного поля. Метод подбора осно-
ван на многократном решении прямой задачи 
электроразведки в рамках заданной модели среды. 
В случае же метода миграции электромагнитное 
поле продолжается с дневной поверхности вглубь 
земли с помощью тензорных функций Грина для 
вмещающей среды [2–4]. Таким образом, при пол-
ном (или частичном) отсутствии геологической 
информации о параметрах вмещающей среды 
известные методы решения обратных электро-
разведки задач не применимы. В этом случае для 
построения геоэлектрического разреза следует 
поставить краевые задачи, позволяющие осуще-
ствить продолжение электромагнитного поля в 
изучаемую геологическую среду.

В настоящей работе предлагаются иные мето-
ды решения этих задач, основанные на изучении 
локальных свойств электромагнитного поля с 
помощью специально поставленной в настоящей 
работе задачи.

1. Постановка задачи определения 
параметров среды по заданной напряженности 
электрического поля

Рассмотрим в односвязной ограниченной 
области V трехмерного евклидова пространства 
R3 два множества СЕ и СН, элементами которых 
соответственно являются произвольные ком-
плексные векторные поля E и H, зависящие от 
декартовых прямоугольных координат x, y, z (точек 

) и круговой частоты ω. При этом 
будем считать, что векторы  наделены 
физической размерностью , а векторы 

 – размерностью , т. е. векторы 
множеств СЕ и СН соответственно имеют размер-
ности комплексных амплитуд напряженностей 
электрического и магнитного полей.

Предположим также, что в области V век-
торные поля  и  удовлетворяют 
следующим трем условиям:

1. ,  для всех .
2. E и H являются непрерывно дифференци-

руемыми векторными полями до третьего порядка 
включительно.

3. Существуют вещественные обратные пре-
образования Фурье векторов E и H по параметру 
ω, следовательно, эти векторы подчиняются 
условию эрмитовости , 

, где черта над функцией 
обозначает комплексное сопряжение этой функ-
ции; i – мнимая единица.

В дальнейшем будем считать, что все функ-
ции, зависящие от параметра ω, подчиняются 
условию эрмитовости. Отметим также, что в слу-
чаях, когда это не может вызвать недоразумений, 
будем опускать часть или даже все аргументы у 
этих функций.

Введем два подмножества  и 
, элементы которых являются решени-

ями уравнений Максвелла:

	 , 	 (1)

	 , 	 (2)
где σ и μ – проводимость и магнитная проница-
емость. Ввиду большого разнообразия горных 
пород не будем налагать какие-либо ограничения 
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на физическую реализуемость проводимости 
и магнитной проницаемости, фигурирующих в 
уравнениях (1) и (2). Однако из свойств вектор-
ных полей  и  следует, что σ и μ 
есть в общем случае комплексные зависящие от 
частоты ω и координат x, y, z скалярные функции, 
непрерывно дифференцируемые по координатам 
в области V. Кроме того, в области V потребуем, 
чтобы  и .

Подчеркнем, что по определению под-
множеств We и WH, множеств Ce и CH векторы 

 и  есть решения уравнений 
Максвелла для некоторых скалярных функ-
ций σ и μ, т.  е.  подстановка набора функций 

 в соотношения (1) 
и (2) обращает эти соотношения в тождества. 
В этом случае в области V векторы  и 

 можно отождествить с комплексными 
амплитудами напряженностей электрического и 
магнитного полей, а скалярные функции σ и μ –  
с комплексными проводимостью и магнитной 
проницаемостью. Назовем объединение W под-
множеств We и WH множеством электромагнитных 
полей в области V.

Для построения подмножеств We и WH и, 
следовательно, множества W поставим следую-
щую задачу.

Задача 1. Пусть в области V задан произ-
вольный вектор  (или ) и . 
Найти в этой области отличные от нуля скаляр-
ные функции σ и μ, а также вектор  (или 

), обращающие соотношения (1) и (2) в 
тождества.

Если для заданного вектора  (или 
) существуют решения поставленной за-

дачи, то набор  обращает уравнения (1) 
и (2) в тождества, что означает принадлежность 
векторов E и H множеству W электромагнитных 
полей в области V. Следовательно, исследова-
ние проблемы существования решения задачи 
1  позволит в общем виде определить критерии 
принадлежности произвольных векторных полей 
множеству W.

В то же время если найдено аналитическое 
решение задачи 1, то его можно трактовать следу-
ющим образом: векторные поля E и H являются в 
области V аналитическими решениями уравнений 
Максвелла (1), (2) для среды с найденными в ходе 
решения задачи 1 проводимостью σ и магнитной  
μ проницаемостью. Тем самым, решение данной 
задачи открывает возможность пополнения ана-
литических решений для однородных (свободных 
от источников) уравнений Максвелла.

2. Условия существования решения задачи 1

Пусть в области V произвольно задан вектор 
 и . Найдем условия, при которых 

существует решение задачи 1. Для этого сформу-
лируем и докажем следующие три утверждения.

1. Для существования решения задачи 1 не-
обходимо и достаточно, чтобы искомая скалярная 
функция μ являлась решением уравнения

	 ,	 (3)

за исключением случая, когда μ – решение урав-
нения

	 . 	 (4)

Доказательство. Необходимость. Пусть 
для заданного вектора  существует реше-
ние задачи 1, т.  е. найдены скалярные функции 

 и , а также вектор  такие, что 
подстановка  в соотношения (1) и (2) 
обращает их в тождества. Исключая из (1) и (2) 
вектор H, получаем тождество

	 .	 (5)

Правая часть тождества (5) отлична от нуля, 
поэтому левая часть так же не равна нулю, а зна-
чит, функция μ не является решением уравнения 

(4). Отсюда следует, что векторы  и 

E коллинеарные, поэтому справедливо тождество 

, т. е. для заданного вектора 

 скалярная функция μ есть решение 
уравнения (3).

Достаточность. Пусть для заданного век-
тора  функция μ есть решение уравнения 
(3), но не является решением уравнения (4). Тогда 
соотношение (3) есть тождество, в котором век-

торы E и  не равны тождественно 

нулю в области V. Следовательно, векторы E и 

 коллинеарные, а значит, справед-

ливо тождество

	 ,	 (6)

где
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	 .	 (7)

Положим, что искомые в задаче 1 функции 
σ и H равны:

	 , ,	 (8)

где μ – решение уравнения (3). Нетрудно убедить-
ся в том, что сформированный набор функций 

 обращает уравнения (1) и 
(2) в тождества в области V. Следовательно, суще-
ствование решения μ уравнения (3) для заданного 
вектора  при условии, что μ не является 
решением уравнения (4), влечет для этого вектора 
существование решения задачи 1. Утверждение 
доказано.

Следствие из утверждения 1. Пусть за-
дача 1  решается при дополнительном условии: 
магнитная проницаемость μ задана и не зависит 
от координат, т. е.  . В этом случае из 
утверждения 1 сразу следует, что решение этой 
задачи существует тогда и только тогда, когда 
заданный вектор E удовлетворяет в области V 
нелинейному уравнению:

	 ,	 (9)

при этом . Если эти условия выпол-
нены, то искомые величины σ и H определяются 
соотношениями

   , , .	 (10)

2. Решение задачи 1 для заданного вектора 
 существует тогда и только тогда, когда 

всюду области V вектор E удовлетворяет одному 
из следующих двух условий:

1)

 
, ;

2) , , .
Доказательство. Необходимость. Пусть 

для вектора  существует решение задачи 
1, т. е. для заданного  существует вектор 

, а также скалярные функции  и 
 такие, что набор  

обращает уравнения (1) и (2) в тождества. Пока-
жем, что выполняется первое или второе условие 

утверждения 2. Нетрудно записать вытекающие 
из (1) и (2) тождества:

Таким образом,

	 	 (11)

	 ,	(12)

. (13)

Вывод формулы (11) основан на тождестве 
векторного анализа [5]:

	 ,	 (14)
формула (12) следует из (11), а для доказательства 
тождества (13) применялось тождество векторной 
алгебры [5]:

	 .	 (15)

Формула (12) имеет смысл, если  
в области V.

Пусть , . 
Введем вектор

 (16)

и покажем, что
	 .	  (17)

Действительно, учитывая тождество 
 и подставляя формулы (11) – (13) 

в выражение (16), получаем:

×

×
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	 .	 (18)

Отсюда следует, что вектор FE потенци-
альный, поэтому справедливо тождество (17). 
Необходимость первого условия утверждения 2 
доказана.

При доказательстве необходимости первого 
условия данного утверждения использовалось 
существенное ограничение – скаляры  
и  отличны от нуля в области V. 
В противном случае, теряется смысл вектора 
FE. Из условий ,  следует, что 
и . Так как , , то формула 
(11) раскрывает физический смысл ограничения 

:  напряженности элек-
трического E и магнитного H полей не ортого-
нальны в области V.

Рассмотрим оставшиеся случаи. Поскольку 
, , , то, как следует из форму-

лы (11), случаи ,  
и ,  невозможны. 
Тождеству (11) не противоречит последний 
случай: , . Он 
будет иметь место, например, если , 
что означает потенциальность вектора E. Но, 
как следует из соотношения (2), такая ситуация 
невозможна, так как по предположению , 

, . Поэтому при выполнении условий 
,  надо исключить 

случай . Второе необходимое условие 
утверждения 2 доказано. Заметим лишь, что по-
скольку  и , то случай , 

 влечет ортогональность век-
торов E и H. Следовательно, второе условие ут-
верждения 2 является вырожденным – векторные 
поля E и H ортогональны.

Достаточность. Докажем, что для заданного 
 при выполнении первого или второго ус-

ловия утверждения 2 решение задачи 1 существу-
ет. В соответствии с утверждением 1 исследование 
вопроса существования решения задачи 1 сводит-
ся к изучению совместности уравнения (3). Это ис-
следование можно провести, записывая уравнение 
(3) в прямоугольных декартовых координатах x, y, 
z в виде системы трех дифференциальных урав-
нений в частных производных первого порядка и 
изучая совместность полученной системы. Тем 
не менее доказательство утверждения 2  будем 
преимущественно проводить в векторной форме, 
что приведет к тем же результатам, но значительно 
быстрее.

Для сокращения записи формул введем обо-
значения , , . 
Запишем уравнение (3) в виде
	 . 	 (19)

Применяя тождество (15) к левой части это-
го уравнению, получаем то же уравнение, но в 
другой форме
	 . 	 (20)

Скалярное произведение левой и правой ча-
стей соотношения (20) на вектор R и векторное 
произведение того же на вектор Q приводит к 
соотношениям
	 , 	(21)

	 ,	  (22)
где
	 .	  (23)

Если , то соотношение (22) примет 
вид

	 . 	 (24)

Подействуем оператором div на обе части 
выражения (24) и применим тождество (14). Тогда

	 , 	 (25)

и при , , как следует из выра-
жений (21) и (25), имеем

	 .

Применяя последнее соотношение и формулу 
(20), находим

	 ,	  (26)

где вектор  определяется вы-
ражением

	 .

Переходя к старым обозначениям, видим, что

т. е. данное выражение для вектора FE совпадает 
с выражением (16).

Рассмотрим три разных случая, которыми 
исчерпывается все ситуации, встречающиеся при 
решении задачи 1.
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1). Пусть  и . Тогда 
 и , и уравнение (26) получено в 

результате последовательного применения тож-
дественных преобразований уравнения (19), не 
обращающих в тождества соотношения (20) – (26), 
если функция ξ не является решением уравнения 
(19). Если же ξ – решение уравнения (19), то эти 
соотношения обращаются в тождества и поэтому 
всякое решение ξ уравнения (19) является так же 
решением уравнения (26). Справедливо и обрат-
ное утверждение: любое решение ξ уравнения 
(26) есть решение уравнения (19). В самом деле, 
пусть функция ξ – решение уравнения (26). Тогда 
соотношение (26) обращается в тождество. При 
этом условии вычислим левую часть соотношения 
(19). Применяя формулы (15) и (23), получаем

и тогда

	

т. е. левая часть соотношения (19) тождественно 
равна правой части этого соотношения. Следо-
вательно, всякое решение уравнения (26) есть 
решение уравнения (19).

Данный результат позволяет сделать следу-
ющий вывод: при заданном векторе E и допол-
нительных условиях ,  или не 
существует решений уравнений (19) и (26), или 
эти уравнения имеют одни и те же решения. Оче-
видно, что решение уравнения (26) существует 
тогда и только тогда, когда вектор FE является 
потенциальным, т.  е.  . Значит, если 

 и , , то уравнение 
(19) имеет те же решения, что и уравнение (26).

При выполнении условий , , 
 общее решение уравнения (26) и, 

следовательно, общее решение уравнения (19) 
имеют вид

,  (27)

где ; , 
.

Подставляя найденное решение (27) в форму-
лы (7) и (8), найдем напряженность H магнитного 
поля и проводимость σ. Комплексная магнитная 
проницаемость μ, так же как и комплексная про-
водимость σ, определяется с точностью до произ-
вольного не зависящего от координат множителя 

. Достаточность первого условия утверж-
дения 2 доказана.

2. Пусть , . Тогда, как 
следует из выражений (21) – (23), для функции ξ 
имеем уравнения
	 , 	 (28)
	 . 	 (29)

Уравнение (29) является следствием урав-
нения (28), в чем легко убедиться, вычисляя 
векторное произведение левой и правой частей 
уравнения (28) на вектор R и применяя формулу 
(15). Поэтому всякое решение уравнения (28) 
будет решением уравнения (29), и уравнение (29) 
можно опустить.

В то же время не трудно заметить, что уравне-
ния (4) и (28), записанные в одних обозначениях, 
идентичны. Как было уже показано при доказа-
тельстве утверждения 1, решение μ уравнения 
(4), а следовательно, и уравнения (28) следует 
исключить из рассмотрения, так как в этом не 
существует решения задачи 1.

3. Пусть теперь ,  в 
области V. Тогда из соотношения (20) следует, 
что функция ξ является решением уравнения 
(19) тогда и только тогда, когда ξ удовлетворяет 
уравнению
	 . 	 (30)

Далее, из выражения (22), следует, что G = 0, 
а так как , то

	 .

Поскольку вектор E не равен нулю в области 
V, то для выполнения последнего равенства необ-
ходимо и достаточно, чтобы . Условия 

, ,  равносильны 
второму условию утверждения 2.

Покажем, что при выполнении этих условий 
уравнение (30) имеет общее решение. Вспоминая, 
что , запишем уравнение (30) в координат-
ной форме

,
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, (31)

,

где , , 
.

Так как вектор , а вектор  
тождественно равен нулю в области V, то либо 
векторы Q и  являются коллинеарными 
векторами в этой области, если , либо 
функция μ есть решение уравнения

	 , 	 (32)

если  в области V. Уравнение (32) явля-
ется условием ортогональности вектора E поверх-
ностям уровня скалярного поля μ.

В случае  векторы Q и  
являются коллинеарными, поэтому не все урав-
нения системы (31) (в силу того, что ) 
обращаются в тождества, если соответствующие 
компоненты вектора Q равны нулю, а оставшиеся 
уравнения совпадают. Например, если , 
то система уравнений (31) эквивалентна одному 
линейному неоднородному уравнению в частных 
производных первого порядка:

	 . (33)

Общее решение такого уравнения суще-
ствует  [6] и может быть найдено с помощью 
соответствующей характеристической системы 
уравнений

	 . 	 (34)

При этом общее решение уравнения (33) в 
неявной форме имеет вид

	 , 	 (35)

где  – произвольная непрерывно 
дифференцируемая функция; , 

,  – незави-
симые первые интегралы характеристической си-
стемы (34). Уравнение (35) в силу независимости 
функций η1, η2, η3 всегда разрешимо относительно 
неизвестной функции μ. Определив из уравнения 
(35) функцию μ, находим с помощью формул (7) 
и (8) оставшиеся неизвестные H и σ.

Если же  в области V, то, как из-
вестно [6], общее решение уравнения (32), так же 
как и в предыдущем случае, существует. Для его 

нахождения можно, например, составить харак-
теристическое уравнение

	  	 (36)

и найти его независимые первые интегралы 
, . Тогда общий 

интеграл уравнения (32) примет вид

	 , 	(37)

где  – произвольная непрерывно диф-
ференцируемая функция. Очевидно, что в этом 
семействе решений содержится также решение

	 .
Подставляя теперь μ и E в формулы (7) и (8), 

не трудно найти функции σ и H. Достаточность 
второго условия утверждения 2 доказана.

Замечание к утверждению 2. Как следует из 
доказательства этого утверждения, задача 1 для 
заданного вектора , подчиняющегося ус-
ловиям , , имеет 
решение  тогда и только тогда, когда 

 в области V. В свою очередь, при тех же 
условиях для выполнения условия  необхо-
димо и достаточно, чтобы вектор E удовлетворял 
в области V нелинейному дифференциальному 
уравнению
	 . 	 (38)

Действительно, пусть E – решение данного 
уравнения. Тогда в области V справедливо тожде-
ство . Применяя формулу 
(23), выражение для вектора FE можно записать 
в виде

.

Подставляя в это выражение , полу-
чаем .

Обратно, если , то

. (39)

Если предположить, что , то обе ча-
сти тождества (38) отличны от нуля, следователь-
но, Q и  – коллинеарные векторы. Но тогда 

, и, применяя формулу (23), имеем 

. Отсюда , что противоречит 

предположению. Следовательно,  тогда и 
только тогда, когда вектор E удовлетворяет в об-
ласти V уравнению (38).

Если же , , 
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,  то для существования решения 
, как следует из соотношений (13) и 

(31), необходимо и достаточно, чтобы заданный 
вектор E удовлетворял уравнению (38). Таким об-
разом, утверждение 2 не противоречит следствию 
из утверждения 1.

Пусть теперь в области V произвольно задан 
вектор  и .

3. Решение задачи 1 для заданного вектора 
 существует тогда и только тогда, когда 

всюду области V вектор H удовлетворяет одному 
из следующих двух условий:

1)

, ;
2) , , 

.
Формулировка и доказательство этого ут-

верждения следуют из утверждений 1 и 2, а также 
из симметрии уравнений (1) и (2) относительно 
формальной замены , , называ-
емой принципом перестановочной двойствен-
ности [7].

Очевидно, что векторы  и , 
являющиеся в области V решениями системы 
однородных уравнений Максвелла (1) и (2), удов-
летворяют одновременно в этой области либо пер-
вым условиям утверждений 2 и 3, либо вторым. 
Отсюда следует, что множество всех частных 
решений E и H однородных уравнений Максвелла 
(1) и (2) с различными гладкими материальными 
параметрами σ и μ разбивается на два подкласса. 
К первому подклассу относится множество век-
торов E и H, удовлетворяющих первым условиям 
утверждений 2 и 3, а ко второму подклассу – мно-
жество векторов E и H, удовлетворяющих вторым 
условиям этих утверждений. Первому подклассу 
принадлежит множество решений уравнений 
(1) и (2) с неортогональными векторами E и H. 
Второй подкласс решений – вырожденный и 
соответствует частному случаю ортогональных 
векторов E и H.

Изложенные свойства электромагнитных 
полей являются локальными, и они не выполня-
ются для всего евклидова пространства R3. Они 
применимы лишь для непрерывно дифферен-

цируемых параметров среды σ и μ, а также при 
условии отсутствия в области  сторонних 
электрических и магнитных токов. В случае не-
ограниченной области V условия утверждений 
2  и 3  следует усилить требованием достаточно 
быстрого убывания векторов E и H на бесконеч-
ности.

Вместе с тем, данные свойства, как будет 
показано далее, могут оказаться полезными для 
нахождения аналитических решений однородных 
уравнений Максвелла и постановки обратных за-
дач электроразведки.

3. Нахождение аналитических решений 
уравнений Максвелла

Метод нахождения аналитических решений 
однородных уравнений Максвелла рассмотрим 
только на примере задания вектора E. Применяя 
принцип перестановочной двойственности, легко 
получить аналогичные результаты для заданного 
вектора H.

Пусть вектор E принадлежит множеству CE 
и задан в области V  аналитическим выражением. 
Алгоритм нахождения аналитического решения 
уравнений Максвелла сводится к следующим 
этапам.

1. Если заданный вектор E не удовлетворяет 
первому или второму условию утверждения 2, 
то этот вектор не принадлежит подмножеству 
WE, т. е. не существует скалярных функций μ, σ 
и векторного поля H, которые вместе с заданным 
векторным полем E обращали уравнений (1) и (2) 
в тождества. Для такого вектора E невозможно 
найти решение уравнений (1) и (2).

2. Вектор E удовлетворяет первому условию 
утверждения 2. Тогда по формулам (27), (7) и (8) 
несложно найти магнитную проницаемость μ, 
проводимость σ и напряженность H магнитно-
го поля. В этом случае набор  будет 
представлен аналитическими выражениями и об-
ращает уравнения (1) и (2) в тождества. Следова-
тельно, векторы E и H являются аналитическими 
решениями уравнений Максвелла для найденных 
параметров среды μ и σ.

3. Вектор E подчиняется второму условию 
утверждения 2. Если при этом , 
то магнитная проницаемость μ находится как ре-
шение того уравнения системы (31), для которого 
одна из компонент Qx, Qy или Qz  вектора  
отлична от нуля. Если же , то μ 
определяется из уравнения (32). В обоих случаях 
решение μ может быть найдено с помощью ха-
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рактеристических уравнений, после чего прово-
димость σ и напряженность H магнитного поля 
находятся из соотношений (7) и (8).

Рассмотрим один частный случай этого алго-
ритма. Пусть теперь в области V аналитическим 
выражением не только задан вектор , но 
и известна независящая от координат магнит-
ная проницаемость μ = μ0. Тогда для отыскания 
аналитических решений однородных уравнений 
Максвелла можно воспользоваться следствием к 
утверждению 1. Заметим только, что если вектор 

 является решением уравнения (9) и при 
этом , то это возможно лишь в двух 
случаях:

1) , ;

2) , , 
.

В самом деле, для любого вектора , 
как следует из (15), справедливо тождество

	

Вместе с тем, если E – решение уравнения 
(9), то

	 ,

	 .

Поскольку , то , , 
и из последнего тождества следует, что должно 
выполняться одно из двух: либо ,

, либо ,  
, .

Таким образом, в случае заданных E и μ = μ0 
аналитические решения уравнений Максвелла 
находятся по следующей схеме:

1. Проверяется условие . 
Если оно не выполняется, то для заданных E и  
μ = μ0 не существует скалярной функции σ и век-
тора H таких, что набор  обращает в 
тождества уравнения (1) и (2).

2. Если вектор E является решением урав-
нения , то из соотношений (10) 
определяются проводимость σ и напряженность 
H. Полученный набор функций  обраща-
ет уравнения (1) и (2) в тождества и, тем самым, 
определяет аналитическое решение однородных 
уравнений Максвелла.

Различные применения изложенного алгорит-
ма рассмотрены в работах [8–10].

4. Постановка обратной задачи электроразведки

Пусть область  
(земля) заполнена изотропной немагнитной сре-
дой ( ) с неизвестной частотно-
дисперной проводимостью . 
Такой выбор магнитной проницаемости об-
условлен тем, что решение обратной задачи 
электроразведки о нахождении проводимости 
среды с неизвестной магнитной проницаемо-
стью не единственно  [11], а также тем, что не-
магнитными свойствами обладает подавляющее 
большинство горных пород. Кроме того, будем 
считать, что возбуждающие электромагнитное 
поле сторонние токи расположены в области 

, и исключим из 
рассмотрения поверхностные сторонние токи на 
поверхности земли z = 0. В этом случае, как было 
показано в настоящей работе, напряженность E 
электрического поля в области V удовлетворяет 
уравнению (9)

	 . 	 (40)

Пусть неизвестный параметр  
удовлетворяет условиям

, ,  

	 , . 	 (41)

Второе из них есть условие физической ре-
ализуемости  [12], а третье – условие гладкости 
проводимости.

Предположим, что на поверхности земли 
z = +0

, ,  

	 , 	 (42)

где , , 
 – известные функ-

ции. Если , то условия (42) равносильны 
соотношениям

, ,	

, , (43)

 

а если , то вместо (43) следует записать
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	 , , 

,  (44)

,

где функции φ и ψ определяются из (42).
Необходимо также потребовать, чтобы

	 , . 	(45)

Тогда в соответствии с утверждениями 1  и 
2 можно поставить следующую краевую обрат-
ную задачу.

Задача 2. Найти в области V решение E 
уравнения (40), удовлетворяющее условиям (43), 
(45) при  или условиям (44), (45) в случае 

.
После отыскания решения поставленной 

краевой задачи можно определить в области V 
искомую проводимость , а также 
напряженность  магнитного поля 
по формулам (10).

Заметим, что если найденное из уравнений (1) 
и (2) и условий (42) и (45) решение  
единственно, то решение краевой задачи 2 также 
единственно. Вместе с тем, в работе [13] приведен 
пример неоднозначности решение обратной зада-
чи в случае частотно-дисперсной проводимости. 
Поэтому для нахождения единственного решения 
поставленной краевой задачи необходимо при-
влечь априорную информацию о законе частот-
ной дисперсии проводимости. Если, например, 
известно, что σ не зависит от ω (например, в 
случае квазистационарного приближения, широко 
применяемого в электроразведке), то можно вос-
пользоваться методом  [14], разработанным для 
обратной задачи акустики. В самом деле, так как 
проводимость σ, определяемая формулой (10), не 
зависит от круговой частоты ω, то

	 . 	 (46)

Следовательно, в данном случае краевая об-
ратная задача сводится к отысканию решения E 
в области V, удовлетворяющего уравнениям (40), 
(46), а также условиям (43), (45) при  или 
условиям (44), (45) в случае .

Полученный результат показывает возмож-

ность редукции обратных задач электроразведки 
к решению нелинейных краевых задач, что от-
крывает новые возможности для продолжения 
электромагнитного поля с дневной поверхности 
вглубь земли.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского фонда фундаментальных 
исследований (№ проекта 10-05-00753-а).
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